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BERECHNUNGEN ZUM EINFLUSS DES STOFFTRANSPORTES 

BE1 WANDREAKTIONEN IM RINGSPALT 
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Institut fiir Technische Chemie der Technischen Hochschule, Hannover 

(Received 5 December 1962) 

Zusammenfassung-In Fortsetzung der theoretischen Untersuchungen von G. Darnkohler tiber den 
Einlhtss von Stromung und Diffusion auf den Umsatz bei einer heterogenen Wandreaktion in einem 
zylindrischen Rohr wurden lhnliche Berechnungen ftlr einen Striimungsreaktor mit ringformigem 
Querscbnitt durchgeftihrt. Der mathematische und rechnerische Aufwand ist in diesem Falle erheblich 
grosser. Es wurden die gleichen vereinfachenden Annahmen wie bei Damkohler benutzt. Damit 
konnten ftlr beliebige Reaktionsgeschwindigkeiten alle Flille berechnet werden, bei denen als Reak- 
tionsort nur das innere Rohr oder nur das aussere Rohr oder aber such beide begrenzenden Wande 
des Ringspaltes angenommen werden. Diese Rechnung wird fiir einen Fall im Einzelnen dargestellt, 

wlhrend fur die tlbrigen Fllle nur die Endergebnisse mitgeteilt werden. 

FORMBLZBICHBN 

Konzentration, [mol/cm3]; 
Anfangskonzentration, [mol/cm3] ; 
Endkonzentration, [mol/cm3]; 
DiffusionskoetI-lzient, [cm/s]; 
Reaktionsgeschwindigkeitskonstante der 
heterogenen Wandreaktion 1. Ordnung, 
b/s1 ; 
Radienverhaltnis bei Ringspalt q = r&i ; 
Zylinderkoordinate; 
innerer Radius im Ringspalt, [cm]; 
iiusserer Radius im Ringspalt, [cm] ; 
charakteristischer Radius im Ringspalt 
(nach Festlegung t-6 oder ra), [cm] ; 
Llngskoordinate; 
mittlere Stromungsgeschwindigkeit, 
b&l ; 
Kennzahl fur den Einfluss der Quer- 
diffusion beim Ringspalt fl = (k’ . rz)/D; 
Eigenwerte der Bessel- u. Neumann- 
Funktionen; 
Verhaltnis r/.lrl ; 
dimensionslose Verweilzeit ; beim Ring- 

D-L 
spalt 7’ = T;Ti. 

I 

t Jetzt bei der Lurgi-Gesellschaft ftir W&metechnik 
mbH, Frankfurt/Main. 

1. PROBLEMSTELLUNG 

Es SIND bisher nur wenige Falle bekannt, bei 
denen unter gewissen Voraussetzungen die 
exakte mathematische Vorausberechnung des 
Umsatzes von Wandreaktionen in stationaren 
Strijmungsreaktioren gelingt, wenn die Raum- 
diffusion und Stromungsform Einfluss auf 
diesen nehmen [l-5]. In allen diesen Fallen 
wurde fiir den Reaktor zylinderfijrmige Geo- 
metrie angenommen. 

Angeregt durch eine Experimentalarbeit [2] 
wurde bei der Untersuchung der diesem Problem 
zugrunde liegenden partiellen Differentialglei- 
chung : 

( PC 1 ac 
D arZ + T ’ 8r 

8% 

1 

ZtC 
-faxz -z&&=0 (1) 

festgestelh, dass unter gewissen Voraussetzungen 
such die Berechnung eines Reaktors mit 
ringformigem Querschnitt gelingt. Die dabei 
benutzten vereinfachenden Voraussetzungen 
sind die gleichen wie bei G. Damkiihler [3], 
L. Gratz [4] und bei F. Paneth und K. F. 
Herzfeld [5]. Sie seien hier noch einmal kurz 
wiederholt : 

1. Die Reaktion findet nur an der den 
Reaktor begrenzenden Wand statt. 
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2. Die Reaktion ist raumbestandig, d.h. 

bP/b”Y =. 0, 

3. Die Reaktion verlauft nach dem Ge- 
schwindigkeitsgesetz 1. Ordnung. 

4. Die Striimung ist reibungsfrei und nicht 
= 

,. 1 
turbulent, d.h. 

av/ir =I 0. (3) wobei pn Konstanten sind, deren Bedeutung 

5. Die Diffusion parallel zur Striimungsrich- 
spater erlautert wird. Diese Gleichung wird 
erfiillt, wenn sowoh] 

tung wird vernachlassigt, d.h. 

&/ax2 = 0. (4) 
ij. r2 dg, _” . --_ 

D dx pi ’ g, -- 0, ( 10) 

6. Der Diffusionskoeffizient wird als konstant 
angenommen. als such 

2. L6SUNGSWEG 

Teilt man die Gleichung (1) durch D und ist 
fiihrt man einen reduzierten Radius p ein, ’ 
indem man r durch eine charakteristische Lange Man erhalt auf diese Weise zwei gewiihnliche 
r. dividiert Differentialgleichungen. Die Losung von (10) 

p 7 r/r,,. (5) ergibt sich durch einfache Integration : 

so erhalt man nach Vernachlassigung der 
Langsdiffusion : 

(12) 

(6) 

Die Lijsung dieser partiellen Differentialglei- 
chung unter Ber ticksichtigung der sp&ter noch zu 
behandelnden Randbedingungen gelingt durch 
den Ansatz: 

(7) 

wobeif&) nur Funktionen von p und gn(x) nur 
Funktionen von x sind. 

Damit folgt aus Gleichung (6): 

Die Lijsung der Gleichung (1 l), die eine Bessel’ 
sche Differentialgleichung darstellt, ist bekannt 
[6, 71 und lautet: 

.fn =-= B, ’ J&n . p) $- C, Y,& . p) (I 3) 

wobei .I0 die Bessel’sche Funktion nullter 
Ordnung und Y, die Neumann’sche Funktion 
nullter Ordnung ist. 

AUS (12) und (13) ergibt sich damit fur (7): 

I,== 1 n-1 Mit der Randbedingung, dass beim Eintritt in 
(8) den Reaktor, d.h. an der Stelle x -: 0, die 

Subtrahiert man von dieser Gleichung 
Konzentration iiber den ganzen Querschnitt 
gleich der Anfangskonzentration c.4 sein solI: 

so erhglt man: und alle p 
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ergibt sich : 

CA = A 2 [& * J&n . P> + cn * Y&n * p)l. 
I,- 1 

(16) 

Zweckmassig setzt man fi.ir A: 

A = CA 

so dass man die Bedingung erhalt: 

(17) 

2 P, . J&n . P> + G * Yo(cLrz . PII = 1 (W 
n=l 

von der spater noch Gebrauch gemacht wird. 
Die Integrationskonstanten B, und C, miis- 

sen durch weitere Randbedingungen festge- 
legt werden. Sie ergeben sich durch den Ort, an 
dem die Reaktion stattfindet, und durch die 
G&se der Reaktionsgeschwindigkeit. 

An dieser Stelle ist es zweckmbsig, die 
charakteristische Grosse r. festzulegen. Fiir sie 
bietet sich entweder der Radius rg des Innen- 
rohres oder der des Aussenrohres ra an. Beide 
lassen sich in gleicher Weise fiir die Rechnung 
verwenden. Obwohl beide Berechnungsmoglich- 
keiten durchgefiihrt worden sind, sol1 hier nur 
diejenige mit ri als Bezugsgrosse dargestellt 
werden. Ausgedriickt in der Grijsse p = (r/t-i) 
ist dann der Radius des Innenrohres pi = 1 und 
der des Aussenrohres pa = q > 1, q ist also 
das Radienverhaltnis des Ringspaltes. 

3. RANDBEDINGUNGEN FUR VERSCHIEDENE 
FIiLLE 

Betrachtet man eine heterogene Wandreak- 
tion in einem Ringspalt, so sind folgende Falle 
miiglich : 

1. Die Reaktion findet nur am Innenrohr statt, 
und das Verhaltnis von Reaktionsgeschwindig- 
keit zu Diffusionsgeschwindigkeit strebt gegen 
unendlich. Es gilt dann die Randbedingung : 

(dc/dp),=, = 0, (19) 

d.h. an der Aussenwand besteht kein Konzentra- 
tionsgefalle in radialer Richtung; sowie 

cp=1 = 0. (20) 

2. Die Reaktion findet nur am Innenrohr 
statt, und die Reaktionsgeschwindigkeitskon- 
stante k’ fur die heterogene Reaktion ist beliebig. 
Dabei ergeben sich die Randbedingungen : 

und 
(dc/dp),=, = 0 (21) 

(dc/dp),=l = ,6 . c,,=~ mit (22) 

(23) 

3. Die Reaktion findet nur an der Aussenwand 
statt, das Verhlltnis von Reaktionsgeschwindig- 
keit zu Diffusionsgeschwindigkeit strebt gegen 
unendlich (/3 -+ co): 

(dc/dp),=, = 0. (24) 

cp=lJ = 0. (25) 

4. Die Reaktion findet nur an der Aussenwand 
statt, und die Reaktionsgeschwindigkeit ist 
beliebig : 

(dc/dp),q ? 0. (26) 

(dc/dp), sq = - ,8 . cp zp. (27) 

5. Die Reaktion findet an der Innen- und 
Aussenwand statt, und das Verhaltnis von 
Reaktionsgeschwindigkeit zu Diffusionsge- 
schwindigkeit strebt gegen unendlich (/I + co): 

cp=1 = 0. (28) 

cp=q = 0. (29) 

6. Die Reaktion findet an der Innen- und 
Aussenwand statt, und die Reaktionsgeschwin- 
digkeitskonstante ist beliebig, jedoch fur beide 
W&de gleich : 

(dc/dp),q = /3 cI,=x. (30) 

(dc/dp),=, = - /3 * cpsq. (3 1) 

4. DURCHFih5RUNG DER BERECHNUNG FtlrR 
EINEN FALL 

Die Ltisung des gestellten Problems sol1 
anhand des Falles 1 aufgezeigt werden. Die 
LGsungen der anderen Falle ergeben sich entspre- 
chend. 

Aus der Gleichung (13) folgt : 

(Wdp) = - & . CL~ . J&z . P) 

- Cn’pn’ mn . PI (32) 

und weiter aus (13), (19), (20) und (32), da g%(x) 
immer von null verschieden ist : 

Bn * J&n * q) + Cn . Y&n - q) = 0 (33) 
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und 

5, * J&n 1 -I- Cn * Y&n) : 0. (34) 

Aus (33) erhalt man fur die Integrations- 
konstante C,, : 

und damit zusammen mit (34) eine Bestim- 
mungsgleichung fur die Werte pLn, die man als 
Eigenwerte bezeichnet und die, in die (13) 
eingesetzt, die Randbedingungen (19) und (20) 
erfiihen : 

yih4 - 0. (36) 

Fiihrt man zur Abkiirzung folgenden Ausdruck 
ein: 

so geht (33) unter Beriicksichtigung von (35) 
iiber in : 

Z,(p)2 * y) EWE 0 

und aus (36) folgt: 

(38) 

Z&n) -‘I 0. (39) 

Zur Bestimmu~g der einzelnen Werte fiir & 
wird folgendermassen ~orgegangen : 

Aus den Beziehungen (18) und (35) erhllt 
man : 

~ult~~~z~ert man diese Gleichung mit 
p - Z,(r*, - p), wobei pm ein beliebiger anderer 
Eigenwert als pa sein ~011, und integriert in den 
Grenzen zwischen 1 und 9, so ergibt sich: 

--~- ]; P . Zn(~nb. p) dp. (41) 

Das linke lntegral der (41) ist nach der Theorie 
der Besselfunktionen 181: 

erhalt man dann : 

Damit ist : 
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Aus (14) mit (35) und (48) folgt : C(P,X) 

-z3(p%z . P) exp 
i 
- $-+$) p$ - x 1 * cw 

I 

m 

Die mittlere Konzentration c~ als Querschnitts- z = 

c 

4 
mittel bei x = L ist gegeben durch: 

.~-. -- . .._ -- . . . ~_. .i .--._ 

CA 
n=l fq2_ 1).$. 

Web 
! 

q..z~~+;_ I] 

0 * 

(%= JGP.dP“ (51) - exp (- fL$ * 7’) (55) 

so erh&lt man schhesslich fiir das Konzentra- 
tionsverhaltnis CE/CA : Fall 3 (Reaktion am Aussenrohr; /3 +- co): 

m m 
CE 

c 

4 2 *4'zdcL?a -4) -=: _____.~_ 
CA 

n=l (4" - wg 
i 
qx* 

~%d_ 1 
Z2(& 

j 

CCP,. xl = 
c n=, Pnk*'Z:(~n '4) -. q3hdl 

. ex; (- p; ’ 4). (53) - Z& - P) Q exp 
t 

- $$ * EL: * x 
1 1 

(58) 

Im Zu~e~ang seien hier noch die Bestim- gl 
mungsgleichnngen fur die Eigenwerte pn und CE 

c 

4 
die Definition der Zylinderfunktion Z,(x) fur c. =I -“~- 

.I. 

diesen Fall wiederholt : n=f (q’- 1) */.A? 
c 

l--$2$(!) 
1 

-z&d = 0 (38) - exp (- it, * T’) (59) 

J&w * CI) 

5. FJVDERGEBNISSE FthX DIE thRIGEN F;iLLE 
z&4 = 44x) - p&J * yp(x)* 

1 

Fur die FIlle 2 bis 6 sollen hier nur die 
Endergebnisse a~gef~h~ werden und zwar 
jeweils c als Fur&ion von x und p, das Kon- 

Fall 4 (Reaktion am Aussenrohr; Geschwin- 

zentrationsverhaitnis C&CA, die Bestimmungs- 
digkeitskonstante k” beliebig) : 

gleichung fiir die Eigenwerte pa und die Defini- C(P, X> 
tion der Zylinderfunktion Z,(X) entsprechend m 
den Gleichungen (50), (53), (39) und (37) des 2 - 4 - 4(P% * (I) = 
Falles 1. c 

ff=l 
CL% wzg-h + 4) + 48. q&Z s 4) - zg.dj 

FUN 2 (Reaktion am Innenrohr ; Geschwindig- 
keitskons~nte k’ beliebig) : - Z&h * p> - exp . x 

! 
(62) 
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Fall 5 (Reaktion am Jnnen- und Aussenrohr; 
Is-> Co): 

a 

CE 4 I9 . -al% * 4) - -. -&Wl _ -- __ .__ ._._ 
c.4 - c --__-__...__._. .__._ 

(q2 .. 1) . FL: r9 * Z&h . q) +- Z&z>] 
,,;-I 

. exp (-- $ . T’) (67) 

Z&n * q) .- - 0 (681 

(6% 

Fall 6 (Reaktion am Innen- und Aussenrohr: 
Geschwindigkeitskonstante beliebig) : 

Mit Hilfe der fur die einzelnen Falle angegebenell 
Beziehungen l&t sich dann der Einfluss von 

Striimung und Diffusion auf den Umsatz bei 
heterogenen Wandreaktion 1. Ordnung in 
Str~m~ngsreaktoren mit riugf~rmigem Quer- 
schnitt fur die jeweils giiltigen Bedingungen 
rechnerisch erfassen. So kann man entweder bei 
Kenntnis aller reaktionskinetischer Daten den 
Umsatz in einem bestimmten Reaktor berechnen, 
oder umgekehrt lassen sich such diese kinetischen 
Daten aus gemessenen Umsatzwerten ermitteln. 
Es mag noch einmal besonders darauf hinge- 
wiesen werden, dass bei diesen Rechnung~n die 
L~ngsdi~~lsion vernachl&sigt wurde. Dies 
bewirkt eine Unstetigkeit in der mathematischen 
Formulierung bei s -- : 0, die den physikalischen 
Tatsachen nicht entspricht. Diese Ungenauig- 
keit kann sich aber nur bei kleinen Bodenstein- 
Zahlen [Bo (L; - L/2 D)] auswirken. 

Die fur die Falle 1 und 2 berechneten Bczie- 
hungen wurden von G. Boettger und F. Fetting 
[2] zur Auswert~Ing ex~er~mente~er Daten 
benutzt, die beim heterogenen Zerfalt von 
Nickehetracarbonyl jn einem Reaktor erhalten 
wurden. Obwohl bei den durchgef~h~en Ver- 
suchen die den Berechnungen zugrunde liegenden 
vereinfachenden Annahmen nicht streng einge- 
halten werden konnten, Iiess sich jedoch cinc 
befriedigende Auswertung der Versuchsergeb- 
nissc durchf~hren. Damit erwies sich, dass die 
hier abgeleiteten Formeln geeignet sind, LJmsiitze 
in derartigen Reaktoren zu berechnen. 

Fiir alle hier angefiihrten FBlle wurden die 
entsprechenden .Berechnungen such mit dem 
Aussenradius I. anstelle des Innenradius T( als 
charakteristischem Radius durchgefiihrt. Die 
dabei erhaltenen Ergebnisse konnen vom Autor 
bezogen werden. 
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Abstract-Continuing G. DamkGhler’s theoretical investigations concerning the influence of mass 
transfer on the conversicn of heterogenous chemical reactions in cylindrical tubes similar calculations 
were performed for a reactor with annular cross-section. The mathematical treatment and the calcula- 
tions are more complicated for these geometrical conditions. The same simplifying assumptions were 
made as by DamkBhler. For any reaction rate all cases could be calculated where the reaction takes 
place at the inner or outer wall or both walls. The calculations are presented in detail for one case, 

whereas only the final results are given for the other cases. 

R&me-Les recherches theoretiques de G. Damklihler sur l’influence du transport de masse dans 
la conversion des r&actions chimiques h&&rog&nes dans des tubes cylindriques ont CtB poursuivies et 
on a fait des calculs analogues pour un rkacteur B section annulaire. Dans ces conditions g&o- 
mbtriques, le probleme theorique et les calculs sont plus compliqu&s. On a fait les mdmes hypotheses 
simplificatrices que DamkGhler. Pour chaque taux de r&action, tous les cas peuvent etre caclulb, 
que la &action se fasse sur la paroi interieure, la paroi extCrieure ou les deux. Les calculs sont p&sent& 

en d&ail dam un cas, pour les autres, seuls les rksultats finaux sont donnts. 

Am#oTaqlrsr-Ha 0cHoaanml TeopeTHgecKBx nccne~osan~ti 1’. AaM&nepa 0 B~IMRHHH nepe- 

~~0caMaCCbIHaX~MmeCKEie npespawennnnpn reTepOreHHbIX peaKumxB IJHJIHH~pIFieCKHX 

Tpybax 6b1n14 IIpOBeHeHbI rIO~O6HbIe peIIIeHllR AJIR peaKTOp C KOJIbUeBbIM CeseHHeM. npEl 

AaHHOti reOMeTpHll MaTeMaTHYeCKaFi o6pa6oTHa M BbIYIlCmeHMJl CIlJlbHO yCJlOmHHH)TCR. 
HpHHRTbI yIIpO~aIOIQlle IIpe~IIOJIOWeHHR AaMKkIepa, KOTOpbIe +?(aIOT B03MOH(HOCTb paCCWI- 

TaTb BCe CJlyqar? Ilpll n1o60ti CKOpOCTIl peaKIWi Ha BHyTpeHHeti, HapymHOti llJlll Ha o6eHx 

CTeHKaX KaHana.&m o~~orocnysafinp~1~0~m~~~~o~p06~bI~pac9eT,a ~~JIFI flpymx AaroTcfs 

TOJIbKO KOHeYHbIe pe3yJIbTaTbI. 


