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Zusammenfassung—In Fortsetzung der theoretischen Untersuchungen von G. Damkéhler iiber den
FEinfluss von Strémung und Diffusion auf den Umsatz bei einer heterogenen Wandreaktion in einem
zylindrischen Rohr wurden dhnliche Berechnungen fiir einen Strémungsreaktor mit ringférmigem
Querschnitt durchgefiihrt. Der mathematische und rechnerische Aufwand ist in diesem Falle erheblich
grosser. Es wurden die gleichen vereinfachenden Annahmen wie bei Damkohler benutzt. Damit
konnten fiir beliecbige Reaktionsgeschwindigkeiten alle Fille berechnet werden, bei denen als Reak-
tionsort nur das innere Rohr oder nur das dussere Rohr oder aber auch beide begrenzenden Winde
des Ringspaltes angenommen werden. Diese Rechnung wird fiir einen Fall im Einzelnen dargestellt,
wihrend fiir die tibrigen Fille nur die Endergebnisse mitgeteilt werden.

FORMELZEICHEN
Konzentration, [mol/cm3];
Anfangskonzentration, [mol/cm?];
Endkonzentration, [mol/cm?];
Diffusionskoeffizient, [cm/s];
Reaktionsgeschwindigkeitskonstante der
heterogenen Wandreaktion 1. Ordnung,
[cm/s];

Radienverhiltnis bei Ringspalt g = r4/ri;

Zylinderkoordinate;

innerer Radius im Ringspalt, [cm];

dusserer Radius im Ringspalt, [cm];

charakteristischer Radius im Ringspalt

(nach Festlegung r; oder r,), [cm];

Lingskoordinate;

mittlere Stromungsgeschwindigkeit,

[em/s];

Kennzahl fiir den Einfluss der Quer-

diffusion beim Ringspalt 8 = (k' . r;)/D;

Eigenwerte der Bessel- u. Neumann-

Funktionen;

Verhiltnis r/r;;

dimensionslose Verweilzeit; beim Ring-
D-L

alt ' = —-.
spalt = v-r,?

T Jetzt bei der Lurgi-Gesellschaft fiir Wirmetechnik
mbH, Frankfurt/Main.

1. PROBLEMSTELLUNG

Es sIND bisher nur wenige Fille bekannt, bei
denen unter gewissen Voraussetzungen die
exakte mathematische Vorausberechnung des
Umsatzes von Wandreaktionen in stationiren
Stréomungsreaktioren gelingt, wenn die Raum-
diffusion und Stromungsform Einfluss auf
diesen nehmen [1-5]. In allen diesen Fillen
wurde fiir den Reaktor zylinderformige Geo-
metrie angenommen.

Angeregt durch eine Experimentalarbeit [2]
wurde bei der Untersuchung der diesem Problem
zugrunde liegenden partiellen Differentialglei-
chung:

¢ 1 oc
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festgestellt, dass unter gewissen Voraussetzungen
auch die Berechnung eines Reaktors mit
ringformigem Querschnitt gelingt. Die dabei
benutzten vereinfachenden Voraussetzungen
sind die gleichen wie bei G. Damkéhler [3],
L. Gritz [4] und bei F. Paneth und K. F.
Herzfeld [5]. Sie seien hier noch einmal kurz
wiederholt:

1. Die Reaktion findet nur an der den
Reaktor begrenzenden Wand statt.
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2. Die Reaktion ist raumbestindig, d.h.
ovjox == (. 2)

3. Die Reaktion verlduft nach dem Ge-
schwindigkeitsgesetz 1. Ordnung.

4. Die Stromung ist reibungsfrei und nicht
turbulent, d.h.

vjer = 0. 3)

5. Die Diffusion parallel zur Stromungsrich-
tung wird vernachlidssigt, d.h.

&*cfox* = 0. “

6. Der Diffusionskoeffizient wird als konstant
angenommen,

2. LOSUNGSWEG
Teilt man die Gleichung (1) durch D und
fiihrt man einen reduzierten Radius p ein,
indem man r durch eine charakteristische Lange
ro dividiert
p = F[ro, (5)

so erhdlt man nach Vernachldssigung der
Liangsdiffusion:

& 1 @ 012 oc
e b oa O

Die Losung dieser partiellen Differentialglei-
chung unter Beriicksichtigung der spiter noch zu
behandelnden Randbedingungen gelingt durch
den Ansatz:

clp. x) = 5 fulp) - gal) ©

wobei fn(p) nur Funktionen von p und ge(x) nur
Funktionen von x sind.
Damit folgt aus Gleichung (6):

(B oy 02 NC, g
Dol G) =t 2w
®

n=1 n=1
Subtrahiert man von dieser Gleichung

Z “% fﬂ * 8,

e

so erhélt man:
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SAE ) o

wobei p, Konstanten sind, deren Bedeutung
spiter erldutert wird. Diese Gleichung wird
erfiillt, wenn sowohl

i-r2 dg S ,
5 g Mg O, (10)
als auch
& 1 dfn ,
dp T dp =y fu =0 (n
ist.

Man erhilt auf diese Weise zwei gewohnliche
Differentialgleichungen. Die Lésung von (10)
ergibt sich durch einfache Integration:

( D
In = A - eXp (‘ l_.”’;z - ,U% . x). (]2)
Die Losung der Gleichung (11), die eine Bessel’
sche Differentialgleichung darstellt, ist bekannt
[6, 7] und lautet:

fn == By - Jo(,U'n : P) + Cn : (13)

wobei J, die Bessel’sche Funktion nullter
Ordnung und Y, die Neumann’sche Funktion
nullter Ordnung ist.

Aus (12) und (13) ergibt sich damit fiir (7):

Yo(pn - p)

c(p,c)=A- il (B - Jo(Hn p)

, D ;
+ Cu Yolun - o] -exp (2 5 u x). (14)

Mit der Randbedingung, dass beim Eintritt in
den Reaktor, d.h. an der Stelle x =- 0, die
Konzentration iiber den ganzen Querschnitt
gleich der Anfangskonzentration cy4 sein soll:

(15)

¢ = cga, fir x = 0,

und alle p
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ergibt sich:

ca= A [Bn-Jolun - p) + Cn - Yolpn - p)l-
n=1
(16)
Zweckmiissig setzt man fiir A:

(17)

AZCA

s0 dass man die Bedingung erhilt:

";’_:I[Bn Tolpn - p) -+ Co Yolun- p)] = 1 (18)

von der spéter noch Gebrauch gemacht wird.

Die Integrationskonstanten B, und C, miis-
sen durch weitere Randbedingungen festge-
legt werden. Sie ergeben sich durch den Ort, an
dem die Reaktion stattfindet, und durch die
Grosse der Reaktionsgeschwindigkeit.

An dieser Stelle ist es zweckmissig, die
charakteristische Grosse r, festzulegen. Fiir sie
bietet sich entweder der Radius r; des Innen-
rohres oder der des Aussenrohres r, an. Beide
lassen sich in gleicher Weise fiir die Rechnung
verwenden. Obwohl beide Berechnungsmdoglich-
keiten durchgefiihrt worden sind, soll hier nur
diejenige mit r; als Bezugsgrosse dargestellt
werden. Ausgedriickt in der Grosse p = (r/r;)
ist dann der Radius des Innenrohres p; = 1 und
der des Aussenrohres p, = ¢q > 1, g ist also
das Radienverhiltnis des Ringspaltes.

3. RANDBEDINGUNGEN FUR VERSCHIEDENE
FALLE

Betrachtet man eine heterogene Wandreak-
tion in einem Ringspalt, so sind folgende Fille
moglich:

1. Die Reaktion findet nur am Innenrohr statt,
und das Verhiltnis von Reaktionsgeschwindig-
keit zu Diffusionsgeschwindigkeit strebt gegen
unendlich. Es gilt dann die Randbedingung:

(de/dp)p=¢ = O, (19)

d.h. an der Aussenwand besteht kein Konzentra-
tionsgefille in radialer Richtung; sowie

Cp=1 = 0.

(20)

2. Die Reaktion findet nur am Innenrohr
statt, und die Reaktionsgeschwindigkeitskon-
stante k' fiir die heterogene Reaktion ist beliebig.
Dabei ergeben sich die Randbedingungen:
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(dc/dp)pg =0 (21)
und
(de/dp)p=1 = B - cp=1 mit (22)
k' - r;
==_n (23)

3. Die Reaktion findet nur an der Aussenwand
statt, das Verhiltnis von Reaktionsgeschwindig-
keit zu Diffusionsgeschwindigkeit strebt gegen
unendlich (B — o0):

(de/dp)p—1 = 0.

Cp:q - O

(24)
(25)

4. Die Reaktion findet nur an der Aussenwand
statt, und die Reaktionsgeschwindigkeit ist
beliebig:

(de/dp)p=1 = 0. (26)
(de/dp)p—g = — B~ Cp=¢ (27)

5. Die Reaktion findet an der Innen- und
Aussenwand statt, und das Verhiltnis von
Reaktionsgeschwindigkeit zu  Diffusionsge-
schwindigkeit strebt gegen unendlich (8 —+ c0):

(28)
(29)

6. Die Reaktion findet an der Innen- und
Aussenwand statt, und die Reaktionsgeschwin-

digkeitskonstante ist beliebig, jedoch fiir beide
Winde gleich:

(defdp)p=1 = B - cp-1. (30)

(de/dp)p=—g = — B+ Cr=¢. (D)

4. DURCHFUHRUNG DER BERECHNUNG FUR

EINEN FALL

Die Losung des gesteliten Problems soll

anhand des Falles 1 aufgezeigt werden. Die

Losungen der anderen Fille ergeben sich entspre-

chend.

Aus der Gleichung (13) folgt:
(dfn/dp) = — By pn * Jo(pn - p)

— Cnpin* YVi(pn * p) (32)

und weiter aus (13), (19), (20) und (32), da gu(x)
immer von null verschieden ist:

By - Ji(pn - q) + Cu Yi(pn q)=0

C/):1 = 0.

Cp=q¢ = V.

(33)
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und

Bn  Jo(pn) + Cn» Yolpn) = 0 (34)

Aus (33) erhilt man fir die
konstante Cy:

Integrations-

Jilpn * q)

Cy = — By~
8 Y1(#n q)

(35)

und damit zusammen mit (34) eine Bestim-
mungsgleichung fiir die Werte u,, die man als
Eigenwerte bezeichnet und die, in die (13)
eingesetzt, die Randbedingungen (19) und (20}
erfiillen:

Spn - q)

Jo(f‘*n) — Y( C]) (36)

Yo(!‘«n) = 0.

Fiihrt man zur Abkiirzung folgenden Ausdruck
ein:

Jl(lu"ll {!)

Yo (37)

Ip(x) —

Ya(x) = Zp(x)

so geht (33) unter Beriicksichtigung von (35)
iiber in:

Zi{pn @) =0 (38)

und aus (36) folgt:
Zolpa) == 0

Zur Bestimmung der einzelnen Werte fiir B,
wird folgendermassen vorgegangen:

Aus den Bezichungen (18) und (35) erhilt
man:

(39)

é By Zo(}b'n d P) R (40)

nod

Multipliziert man diese Gleichung mit
p * Zo{um * p), wobel py ein beliebiger anderer
Eigenwert als u, sein soll, und integriert in den
Grenzen zwischen 1 und g, so ergibt sich:

S Ba (9 p- Zo(un - p) Zolpm - p) dp
=1
p)dp. (41)

Das linke Integral der (41) ist nach der Theorie
der Besselfunktionen [8}:

i f? g Zo(l‘m N
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?({ P Zo(}bn . P} Zo(#m . P) dP

q
',‘ 5y lpa - Zy(pn - ¢)

T m

< Lolpm )
1 Loy q}- Zl(,Uvm ' CI)J
Zl(,un) : Zo(fbm}

S et Zo(,u'n} : Z](;Uvm)]

2 lj o L
; 5 (423
und wird wegen (38) und (39) null:

©p) Lol

1o Zolu pydp =0

firn == m. (43
Ist n jedoch gleich m, so folgt:
ZHpn - p)dp
qZ
5 [ZUpn - q) ~ Z3pn - @)}
— ]Zg{f*n) = ZHun)l.
Die linke Seite von (41) ergibt daher:

(44)

E B, ﬁl P Zo(ﬂn e Zn(#m . P) dP

= Bp }V Zz(f»‘«'ﬂ q) - i‘ : {45)
Wegen
{90 Zo(pn - p)dp = Z1(m, q)

: ZI(P%) (46)
Hn

erhiilt man dann:

R ) )
. ' {47y
oder
Ryt PR
Damit ist:
Jnlp) = 2 e
c Z3pm) — - 4% Zen " )

“Zolpn - ). (49)



BERECHNUNGEN ZUM EINFLUSS DES STOFFTRANSPORTES

Aus (14) mit (35) und (48) folgt:

o

() = ea > s )
P A Lt ZHun) — pn 4% Zpn - 4)
n=1

Zo(pn - p) €Xp (

Si-x) (0

Die mittlere Konzentration ¢z als Querschnitts-
mittel bei x == L ist gegeben durch:

fic-p-dp

LI 51
E= fip-dp 1)
Setzt man
D-L
s 2)

so erhilt man schliesslich fiir das Konzentra-
tionsverhiltnis cgfca:

4
Zq S RO
cexp (— p2- 7). (53)

Im Zusammenhang seien hier noch die Bestim-
mungsgleichungen fiir die Eigenwerte u, und
die Definition der Zylinderfunktion Zy(x) fiir
diesen Fall wiederholt:

Zo(pn) =0 (38)
g 7 *
Zp(x) = Jp(x) — *"I}%n—‘z% > Yp(x). (36)

5. ENDERGEBNISSE FUR DIE UBRIGEN FALLE

Fiir die Fille 2 bis 6 sollen hier nur die
Endergebnisse aufgefiihrt werden und zwar
jeweils ¢ als Funktion von x und p, das Kon-
zentrationsverhiltnis cg/c4, die Bestimmungs-
gleichung fiir die Eigenwerte u, und die Defini-
tion der Zylinderfunktion Z,(x) entsprechend
den Gleichungen (50), (53), (39) und (37) des
Falles 1.

Fall 2 (Reaktion am Innenrohr; Geschwindig-
keitskonstante £’ beliebig):
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c(p, x)
_ i 2+ Zy(pn)
L tn [Z%n) + Z¥Hpn) — 4% Z2pn - 9)]
D

Z- p)exp (— g biex) 9
E w 4 -
2 B )
* EXp (..,. V’n ) T) (55)
in* Zuun) = — B+ Zolum)  (56)
Zy() = 0lo) — ‘f;) B, (57)

Fall 3 (Reaktion am Aussenrohr; g — o0):

" x)zi 2-9-Zi(pn -9)
P pnlg® - Zxpn - q) — Z2pn)l

a=1

*Zopn - p)  €Xp (—

D
5"‘7&3 . }L% . X) (58)

k=l

B _ 4
exp (— uﬁ ) (59)
Zulpn-4) = 0 (60)
Z3(3) = H3) — b . (6D

Fall 4 (Reaktion am Aussenrohr; Geschwin-
digkeitskonstante k' beliebig):

c(p, x)
:“z 29 Zy(pn " q)
pn [q% Z¥pn q) + % Z(pn * @) — Z¥pn))

a=1

D
Zotin ) exp (50 ) (62
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exp (— m,w) (63)
pn - Zilpn - @) = B+ Zolpn ") (64)
Zp(x) = Jpfx) — ,,}(%-% Yo(x). (65

Fail 5 (Reaktion am Innen- und Aussenrohr;
B - oo):
N 5

c(p, X) =

.._.../PL% [‘? Zl(#n ) + Zl(Nn)}

weed
D \
. Z()(Mn ) P) - eXp (—-— 1_15 . H% Cx
41g - Zi(pn - q) — Zy{pn)]

T L

nel

121g < Zi{pn - q) + Zy(1en)]

exp(— p2-7)  (67)
Zolpn - q) — 0 (68)

A Joliin -
Zp(x) = Jpfx) — ,,(*‘ )) Y.  (69)

Fall 6 (Reaktion am Innen- und Aussenrohr:
Geschwindigkeitskonstante beliebig):

c(p, x) == i_w

n=1

2g- 21(1*72 q) — Zy{pn)] 3
7% - Zz(l“n Q) -+ qz Zz(iin ‘I)
— Z7 (pn) — Zﬁ(#n)]

D 2 x) (70)

Zulpn - p)exp =,

&€

_CET 4

——s o exp(— p2- 7))
C4 é—.}a(q_nz p”(nw{'__l)

'82
(71)
o * Zl(p"?‘) = — B Zo(en) (72)
Zy(0) = dyf) — ) T Ilin Dy (73

Yilun) + Yi(pn - q)

Mit Hilfe der fiir die einzelnen Fille angegebenen
Bezichungen lisst sich dann der Einfluss von

J. SCHMIDT

Stromung und Diffusion auf den Umsatz bei
heterogenen Wandreaktion 1. Ordnung in
Strémungsreaktoren mit ringférmigem Quer-
schnitt fiir die jeweils giiltigen Bedingungen
rechnerisch erfassen. So kann man entweder bei
Kenntnis aller reaktionskinetischer Daten den
Umsatz in einem bestimmten Reaktor berechnen,
oder umgekehrt lassen sich auch diese kinetischen
Daten aus gemessenen Umsatzwerten ermitteln.
Es mag noch einmal besonders darauf hinge-
wiesen werden, dass bei diesen Rechnungen dic
Langsdiffusion vernachlissigt wurde. Dies
bewirkt eine Unstetigkeit in der mathematischen
Formulierung bei x == 0, die den physikalischen
Tatsachen nicht entspricht. Diese Ungenauig-
keit kann sich aber nur bei kleinen Bodenstein-
Zahlen [Bo :: (¢ - L/2 - D)] auswirken.

Die fiir die Fille 1 und 2 berechneten Bezie-
hungen wurden von G. Boettger und F. Fetting
2] zur Auswertung experimenteller Daten
benutzt, die beim heterogenen Zerfall von
Nickeltetracarbonyl in einem Reaktor erhalten
wurden. Obwohl bei den durchgefithrten Ver-
suchen die den Berechnungen zugrunde liegenden
vereinfachenden Annahmen nicht streng einge-
halten werden konnten, liess sich jedoch eine
befriedigende Auswertung der Versuchsergeb-
nisse durchfithren. Damit erwies sich, dass die
hier abgeleiteten Formeln geeignet sind, Umsétze
in derartigen Reaktoren zu berechnen.

Fir alle hier angefithrten Fille wurden die
entsprechenden Berechnungen auch mit dem
Aussenradius s, anstelle des Innenradius r; als
charakteristischem Radius durchgefiihrt. Die
dabei erhaltenen Ergebnisse kdnnen vom Autor
bezogen werden.
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Abstract—Continuing G. Damkéhler’s theoretical investigations concerning the influence of mass

transfer on the conversicn of heterogenous chemical reactions in cylindrical tubes similar calculations

were performed for a reactor with annular cross-section. The mathematical treatment and the calcula-

tions are more complicated for these geometrical conditions. The same simplifying assumptions were

made as by Damkéhler. For any reaction rate all cases could be calculated where the reaction takes

place at the inner or outer wall or both walls. The calculations are presented in detail for one case,
whereas only the final results are given for the other cases.

Résumé—Les recherches théoretiques de G. Damkdohler sur I'influence du transport de masse dans

la conversion des réactions chimiques hétérogénes dans des tubes cylindriques ont été poursuivies et

on a fait des calculs analogues pour un réacteur & section annulaire. Dans ces conditions géo-

métriques, le probléme théorique et les calculs sont plus compliqués. On a fait les mémes hypothéses

simplificatrices que Damkohler. Pour chaque taux de réaction, tous les cas peuvent étre caclulés,

gue la réaction se fasse sur la paroi intérieure, la paroi extérieure ou les deux. Les calculs sont présentés
en détail dans un cas, pour les autres, seuls les résultats finaux sont donnés.

Annortanua—Ha ocHOBaHWN TeopeTndecKux mcciaepoBaHumit I'. JJamkénepa o BIUAHMM Iepe-
HOCA MAacchl HAa XMMUYECKHe TMPeBpamie N [IPU TeTePOreHHBX PeakiiuAX B IMINHAPAIECKUX
Tpy6ax OBlIM DPOBEAEHHl MONO0HBIE PEIIeHMA [IA PeaKkTopa ¢ KONIbLEeBHM cedeHumeM. ITpm
LAHHOI reoOMEeTpMH MAaTeMaTW4yecKada o06paloTHAa M BEYHCIEHUA CHJIBHO VCIOKHAIOTCA.
IIpunare ynpomaiomue mpeamnonoxenusa /JaMrénepa, KOTOPEIE TAIOT BO3MOMKHOCTE PaCCUM-
TATh BCE CIy4Yad IpH I000# CKOPOCTH peakIuyM Ha BHYTpeHHel, HapymHOUi uan Ha ofeux
cTenKax kanasa. JIJs OXHOTO CiIy4as NPUBOSNTCA TOAPOOHHIL pacuer, a AJIA pYTUX RAKTCH
TOJIKO KOHEYHEIe DPe3yJIbTaTHI.
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